Fiiggvények

Fogalom

Ha egy A halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendeljilk egy B halmaz valamely
elemét, akkor ezt a hozzarendelést fiiggvénynek nevezzilk. Az A halmaz a fiiggvény
értelmezési tartomanya, a B halmaz pedig képhalmaza. A B halmaz azon részhalmaza, ami
csak azokat az elemeket tartalmazza, amiket ténylegesen hozzarendeltiink valamihez (az
abran C-vel jelolt halmaz) a fiiggvény értékkészlete.

Jelolés

A fiiggvényeket altaldban kisbetiikkel jeldljiik, és tobbnyire nem az dbécé elejérdl valasztunk
betiit, hanem szokas szerint az f, g, h kornyékérdl.
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Tulajdonsagok, definicidk

A fiiggvények megadhatok tablazat segitségével, grafikonnal, hozzarendelési szaballyal...
Gyakori, hogy a fliggvényt 6sszekeverik a grafikonjaval, ez utdbbi szolgal a fliggvény

szemléletsebbé tételére, de nem azonos vele.

A kovetkezo révid részben pontos €s egzakt definiciok helyett igyeksziink szemléletes képet

adni néhany fiiggvénnyel kapcsolatos fogalomrol:
Zérushely: a fuggvény grafikonja itt metszi el az x tengelyt.

s

Paros fuggvény: a fliggveny grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y

tengelyre.

x)=2abs(abs(x)-5)-3

ae)=ctsingx)




(megjegyzés: a legtobb fiiggvény se nem paros, se nem paratlan!)

Paratlan fliggvény: a fiiggvény grafikonja kézéppontosan szimmetrikus az origora.
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Periodikus fliggvény: a grafikon folyton ismétli onmagat.

s

f3)=Ssin(5x)

Feliilrdl (alulrol) korlatos fliggvény: a grafikon soha nem megy egy bizonyos y érték folé

(al4).
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Elemi fiiggvények

Konstans fliggvény: nem tul izgalmas, f(x)=c, ahol c egy rogzitett valos érték

Linearis fliggvény: grafikonja egy egyenes, ami valahol metszi az x tengelyt, alakja
f(x)=ax+b, a#0

Ezen két tipusbol meglehetdsen sokat kell majd rajzolni Operéaciokutatasbol, itt el is id6ziink
egy darabig.

Abréazoljuk példaul a 3x+5y=15 fiiggvény grafikonjat! Hogy ez hogy jon ide? Rendezziik at
az elobbi egyenldséget y-ra:

Sy=15-3x, osszunk 5-tel

3 . . . .
y=3- 3% igy mar taldn jobban felismerhetd, hogy itt egy fliggvény hozzarendelési
szabalyat lathatjuk, akkor pedig van grafikonja is, és az y=ax+b alak is stimmel, az a értéke

3 . . . .
~ 502 b pedig +3. A grafikon ezek szerint egy egyenes. Az egyenes megrajzolasdhoz pedig

elegendd ismerniink két pontjat, legyenek ezek a tengelyekkel vald metszéspontok. Ha az x
tengelyt metszi az egyenesiink, akkor a metszéspontban az y értéke éppen 0. Irjuk ezt be az
eredetileg megadott egyenldségbe!

3x+5*0=15, innen azt kapjuk, hogy x=5. Maris meg van az egyik pontunk:
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A masik tengely metszésekor az x értéke lesz 0, igy:

3*0+5y=15, vagyis y=3
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Most mar csak 0ssze kell 6ket kotni:
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Gondot az okozhat, ha az egyenes y=ax alaku, ekkor ugyanis a két tengelyt egyszerre metszi
egyenesiink, az origbban. Sebaj, akkor egy pont mar meg is van, a masikat meg pl.
megkapjuk, ha az x helyébe egyet helyettesitiink.

Ha az eredeti probléma nem egyenldség, hanem egyenldtlenség, akkor is igy kell eljarnunk,
csak a végén meg kell vizsgalni, hogy az egyenes alatti vagy feletti félsikot kell-e még
hozzavenniink a megoldashoz (mindez attol fligg, hogy az y a ,,kacsacsér” melyik oldalan és
milyen eldjellel szerepel):

3x+5y>15 esgtén
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Masodfoku fliggvény: grafikonja egy parabola, altalanos alakja: f(x)=ax*+bx+c, ahol a#0.
Masodfoku egyenletek, egyenldtlenségek megoldasakor jo, ha ismerjik a hozza tartozo
fiiggvény grafikonjat, mert arr6l sok mindent leolvashatunk.

Példaul: x*-6x+8=>0



Ha bedobjuk a masodfoku egyenlet megoldd képletébe (a=1, b=-6, c=8), akkor azt kapjuk,
hogy x;=2 és x,=4, vagyis az f(x)= x’-6x+8 fliggvény grafikonja két helyen metszi az x
tengelyt, 2-nél és 4-nél és mivel a négyzetes tag egyiitthatdja pozitiv (a=1), ezért felfelé
nyitott a parabola (konvex).

Minket azonban az érdekel, hogy milyen x értékek esetén lesz a fiiggvényérték nulla vagy
annal nagyobb:

Innen pedig mar leolvashato, hogy x<2 Vagy x>4 esetén teljesiil az eredetileg megadott
egyenldtlenség.



Magasabb polinomfiiggvény: a fenti sor folytatdsa, vagyis itt az x mar magasabb kitevon is
szerepel, a legkiilonbozObb egyiitthatokkal. PL: f(x)=x’+3x*+2x’-5x-1. Maximum annyi
zérushely lehet, mint a legmagasabb foku tag fokszdma (a példaban ez 5)

Raciondlis tortfiiggvény: két polinomfiiggvény hanyadosa. Itt mar sokkal bonyolultabb
grafikonokkal talalkozhatunk, ugyanis ezek a fiiggvények mar nem minden valds szam esetén
értelmezhetok, szakadassal rendelkeznek. Sok esetben azt fogjak majd t6liink kérni, hogy
talaljuk meg ezeket a szakadéasi helyeket, és ezen helyek kornyékén vizsgdljuk meg
alaposabban a fiiggvényiinket.
Példaul:

x-2
S x*-6x+8
Mivel a nevezé nem lehet nulla, ezért nem minden valdés szamot irhatunk az x helyébe,
ugyanis, ha még emléksziink ra, a nevezd x=2-nél is és x=4-nél is lenullazoédik. A fiiggvény
értelmezési tartomanya tehat nem lehet a valds szamok halmaza, ki kell venni a kettdt és a

négyet, jelekkel:
D=R\{2,4}

A két szakadasi hely azonban nem egyforma, ugyanis:

_ x-2 _ x-2 1
I e 8 G- A x4

abrazoljuk a fliggvénylinket, ezt kapjuk.

vagyis az egyik ,eltliintethet6”. Valoban, ha



nem szlintethetd meg - *1

megszuntethetd —
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Ezeknek a fiiggvényeknek a grafikonja sokszor lesz hiperbola, mint a fenti példdban is. A

1
legegyszeriibb hiperbolat eredményez6 fliggvény az f(x)= =



Mind az értékkészletében, mind az értelmezési tartomanyaban van szakadas. A hiperbola agai
ugyanakkor egy egyenes parhoz simulnak.
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Gyokfiiggvények: Itt is az értelmezési tartomany illetve az értékkészlet okozhatja a legtobb
gondolt.



Trigonometrikus fiiggvények: kozépiskolas matematika tanulmanyaink megront6i, mi nem
sokat foglalkozunk veliik, a legismertebb periodikus fiiggvények, miiszaki tudoméanyok
ismeretéhez lehetnek sziikségesek.

Exponencialis ¢s logaritmusfiiggvények:



Nem elemi fiiggvények
(+ x,hax=>0

Abszolutérték fiiggvény: |x| = %_ x.hax<O0

Analizisb6él fogunk vele taldlkozni, legtobbszér az okozza a gondot, hogy meg kell tdle
szabadulni, mikdzben egyenletet vagy egyenldtlenséget oldunk meg. Példaul:

‘xz - 1‘ 2 3 ez két dolgot is jelent,
x2 - 1> 3 vagy x2 - 1¢ - 3 és mindkettot meg kell oldanunk. Az els6 egyenl6tlenségbdl azt

kapjuk, hogy x*>4, amibdl az kovetkezik, hogy |X| 2 2 (elhagytuk és visszajott!), mig a

masodik egyenlStlenség sosem teljesiilhet, vagyis onnan nem kapunk megoldast. ime a
vesz€ély: ha csak siman lehagyjuk az abszolutérték jelet, akkor is pontosan ugyanazt a
megoldast kapjuk, de ELVI HIBAT kévetiink el, és erre ugranak a matek tanarok...



Miveletek

Természetesen fliggvényeket is lehet 6sszeadni €s szorozni, de ezzel mi most részletesebben
nem foglalkozunk. Ami nehezebben érthetd, és gondot okozhat derivalasnal, az a fliggvények
egymasba agyazdsa (kompozicio). Tanulmanyaink sordan elegendd, ha mindossze két
fliggvényt egymasba tudunk agyazni, illetve ha ezeket felismerjiik.

Az egymasba agyazas azt jelent, hogy az egyik fiiggvény altal kiszamolt értékkel szamol
tovabb a masik fiiggvény. Nézziink egy példat:

Az elso fliggvény levon a szambol kettdt, azaz f(x)=x-2

A masodik fliggvény veszi a szam abszolut értékét, azaz g(x)= |x |

Ha most ezeket egymas utan végezziik el egy szamon,
akkor vagy azt kapjuk, hogy

eloszor elvesziink kettdt, utdna vessziik az abszolut értékét, azaz g(f(x)):|x - 2|

fta)=absiix-2)

vagy pedig
el6szor vessziik az abszolut értékét, és utan csokkentjiik kettdvel, azaz f(g(x))= |x| -2



fx)=ahs(x)-2

Amit ebbdl nekiink tudnunk kell, hogy utélag szét tudjunk szedni egymésba agyazott
fliggvényeket, ez ugyanis majd derivalasnal fontos lesz!

Példa: Példa:
h(x)=sin(x?) h(x)= m E?l;ia: .
X)=¢€

f(x)=x>

g((x))=sin(x) f(x)=In(x) f(x)=3x

ekkor g(0)=+/x g(x)=e"

h(x)=g(f(x)) ekkor ekkor
h(x)=g(f(x)) h(x)=g(f(x))

Fiiggvénytranszformaciok

Sokkal kdonnyebb egy fiiggvény grafikonjat megalkotnunk vagy csak magunk elé képzelni, ha
ismerjiik a transzformacidkban rejld lehetdségeket.

Egy egyszeri példan keresztiil be is mutatnank, mirdl van szo.

A feladatunk, hogy abrazoljuk az f(x)=(x+3)*-1 fiiggvény grafikonjat.

Kezdjiik el dvatosan, el8szor csak rajzoljuk meg az x? parabolajat:



=
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3

Most nézziik, mi valtozik, ha (x+3)?-r6l van sz6. Ha korabban x=5-nél jott ki a 25-0s érték,
akkor most mar elég az x=2 is, hogy 25-6t kapjunk, azaz a grafikon eltolodik balra harom
egységnyit:

fx)="2
fa)=(x+3)°2

Ha ezek utan minden értékbdl elvesziink egyet, akkor mindenki szamara vilagos lehet, hogy
az egész grafikon lejjebb csuszik egy egységnyit és kész a végeredmény!
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Mindez természetesen mas fliggvényekkel is miikodik és nem is kell minden egyes 1épést

lerajzolnunk, sok mindent fejben is el lehet képzelni. ..

Még egy példa:

fx)== [2}x- 2~ 1]+ 1

menjlink nagyon lassan és aprolékosan, mindig csak az utolsé 1€pést mutatva...

f(x)=x
f(x)=x-2

-

f(x)= |x - 2| (minden, ami az x tengely alatt volt, tiikr6z6dik az x tengelyre!)



f(x)= 2|x = 2|-1 (egyet Iépiink lefelé)



[a)=2ebs(x-2)
[ae)=Zaba(x-2-1

{x)=Zabs(x-2)-1
1{x)=abs(2abs(n-2)-1)

f(x)="- ‘2|X - 2|- 1‘ (az egészet vizszintesen tiikrozziik)



#ae)= b 2abe(z-2)-1)
H[ze)=-sha(2abs(z-2)-1)

)= sha Zabs(x-2)-1)
)= abs(Zabsix-2)-11+1

Készen is vagyunk... Még egyszer ismételjiik at:




vizszintes ésszenyomas/nyujtas o ,
ha b=1, akkor dsszenyormnas (sirisodes) flggdleges eltolas
ha 0<b=1, akkor nyljtas pozZitly d eseten felfelé

N
a-f(b-x+c)+d

A
flggobleges nyujtas/dsszenyomas

ha a=1, akkor nydjtas 5 . s
ha O=a=1, akkor dsszenyomas V|Z$Z|nte$ eltolas
pozZitiv ¢ esetén balra

ha a<0, akkor tlkrozéas is

Kapcsolat, megjegyzések

Ha jo szemléletes kép alakul ki benniink a fliggvényekrdl, konnyen magunk elé tudunk
képzelni egy grafikont, akkor az nagyon megkonnyiti az €letiinket példaul analizisbdl, de mint
olvashattunk jol jonnek a fliggvények operacidkutatasbal is.
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